TA -C 2010

EPREUVE de MATHEMATIQUES

Durée : 3 heures

Rappel : L’'usage de la calculatrice est autorisé.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.

PREMIER EXERCICE (4 points)

Soit & un nombre réel tel que - ”?< a < ﬂ?

On considére I'équation (E) dans I'ensemble des nombres complexes.
(1+ iz)3 (1 —itana)=(1 —iz)3 (1 +itana)
1) a. Déterminer en fonction de @ le module du nombre complexe 1+itano .

. l+itana .
b. Ecrire le nombre complexe ——— sous forme exponentielle.

l-itana
2) a. Démontrer que si z est solution de I'’équation (E) alors |1+iz| = |1—iz|.

b. En déduire que les solutions de I'’équation (E) sont réelles. On pourra écrire z sous
forme algébrique.

3) Soit z une solution de I'’équation (E)
a. Démontrer qu’il existe un unique nombre réel 6 appartenant a l'intervalle
T
-—;—| telque z=tand.
2 2

b. Déterminer @ en fonction de « .

c. En déduire les solutions de I'’équation (E)
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DEUXIEME EXERCICE (5 points)

On considére I'espace vectoriel R* muni de sa base canonique B.

Soit f l'application linéaire de R* dans R* admettant pour matrice dans la base canonique
B

1 0 -1 0
o 1 0 -1
2.1 0 1 0
0 -1 0 1

1)

a. Démontrerque fof =f.

b. En déduire que les seules valeurs propres possibles de la matrice M sont 0 et 1.

2) On considere les vecteurs
Vv, =(11:51) v, = (1-115-1) v, = (1;0:-1;0) v, =(0;1;05-1)
a. Démontrer que (V1 , Vz) constitue une base du noyau de I'application linéaire f .

b. Démontrer que (V3 ,V4) constitue une base de I'espace propre associé a la valeur propre
1.

c. En déduire que la matrice M est diagonalisable.
d. Vérifier que (VI,VZ,V3,V4) constitue une base de R* notée B'.
e. Ecrire la matrice de passage P de labase B alabase B'.

f. 'P désigne la matrice transposée de la matrice P . Calculer le produit ‘PP .
En déduire la matrice inverse de P.

g.Donner la matrice M' de I'application linéaire f dans la base B'.

TROISIEME EXERCICE (5 points)

1) Soit X, une variable aléatoire continue de loi exponentielle de parameétre A ; A étant un

nombre réel strictement positif. On rappelle que la fonction densité de probabilité notée ¢ de

la variable aléatoire X est définie par :
Six<0 P(x)=0
Six=0 (p(x)=ie"“
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a. Vérifier que J'(:w(p(x) dx =1

b. On admet que la variable aléatoire X a une espérance mathématique notée E (X)

©

N

définie par E (X)= JH xXQ (x)dx. Démontrer que E (X)=

0
c. Déterminer la fonction de répartition F de la variable aléatoire X.

On rappelle que F est définie sur R par
Sia<0 Fla)=0
Sia=0 F(a)=P(Xsa)=ju<p(x)dx
2) Soit Y une variable aléatoire continue de méme loi exponentielle que X . On suppose de

plus que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

a. Vérifier que P (Max(X,Y)s a)= P (X <sa e Y= a). On note M la variable aléatoire
prenant pour valeur le maximum de X etde Y.

Soit F), la fonction de répartition de M .
Démontrer que pour tout nombre réel a, F,, (a)= [F(a)]z.

b. En déduire que la variable aléatoire M admet pour densité de probabilité la fonction ¢,,
définie par

Six<0 ¢, (x)=0

Six=0 ¢M(x)=2/1€_h—22.e"“"

c. Déterminer I'espérance mathématique E(M) de la variable aléatoire M .

QUATRIEME EXERCICE (6 points)

On rappelle que toute suite réelle décroissante et minorée est convergente.
1)

a. Donner la définition d’une fonction strictement croissante sur un intervalle I de R.
b. n estun entier naturel non nul. On considére la fonction f, de R vers IR définie par

n
£, (x)=x+ X" 4 x"=z x'.
i=1

Démontrer que la fonction f, est strictement croissante sur l'intervalle [O )+ 00[.
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c. Démontrer que I'équation f (x)=1 a une solution unique a, dans l'intervalle [0 , + oo[.

n

Vérifier que 0 <a, <1. On ne demande pas de déterminer a, .

2) Dans la suite de I'exercice, on étudie la suite (a, ),121-

a. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul

fn+1 (an ) - fn+l (an+l ) = anrHl

b. Déterminer le sens de variation de la suite (an )m . En déduire que la suite (an )nzl est

convergente.

3) On désigne par ¢ la limite de la suite (an)

nzl"

I
Q

a. Démontrer que pour tout nombre a différentde 1, f, (a)

b. Vérifier que f, (%j < 1. Démontrer %s l<1.

c. Vérifier que f, (€)< f, (an).

d. Déduire du a lim f,(¢).

e. Démontrer que % =<1.

f. Déterminer /. On pourra utiliser les résultats de b et de e.
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